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摘 要： 基于运动单站到达频率的目标定位是一类重要定位技术，现有到达频率定位方法均认为信号传播速度

精确已知，但在一些场景中传播速度可能无法准确获得，这会产生较大影响 .针对该问题，本文提出信号传播速度未

知下基于运动单站到达频率的目标定位新方法，其包含两个阶段 .阶段 1利用运动单站与目标间的几何关系构建第 1
组伪线性观测方程，并基于此提出目标位置和信号传播速度解耦合优化算法；阶段 2从最初到达频率观测模型出发构

建第 2组伪线性观测方程，并将阶段 1估计结果融入该观测方程，以获得全部参数闭式解 .新方法仅需对信号传播速

度进行迭代，无需目标位置初始值，可降低局部收敛的风险 .最后，文中通过理论性能分析证明新方法的渐近统计最

优性，并利用仿真实验验证新方法的优越性 .
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Abstract： Target localization based on the frequency of arrival(FOA) observations for moving single station is an im⁃
portant location technology. All the existing FOA-based localization methods assume that the signal propagation speed is ac⁃
curately known. However, in some positioning scenarios, the exact signal propagation speed may not be available, which
will lead to negative influence. Aiming at this problem, this paper proposes a FOA-based localization method for moving
single station with unknown signal propagation speed. The proposed method consists of two stages. Specifically, stage one
constructs the first set of pseudo-linear equations based on the geometric relationship between the moving single station and
the target, and then the target location and the signal propagation speed can be estimated in a decoupled manner. In stage
two, the second set of pseudo-linear equations is formed from the original FOA measurement model, and the estimation re⁃
sults of stage one are incorporated into the second set of equations to obtain the closed-form solution to all the unknowns.
The proposed method only performs iteration with respect to the signal propagation speed, and it does not need to choose
the initial value of the source position. Hence, the risk of suffering from local convergence can be greatly reduced. Finally,
the asymptotic efficiency of the proposed estimator is proved by theoretical performance analysis, and the superiority of the
presented method is verified by some simulation experiments.
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1 引言

众所周知，目标定位技术在无线监测、地震勘测、

紧急救助、安全管理等工业信息领域发挥重要作

用［1~3］. 依据观测站数量可以将目标定位系统分成单站

定位系统和多站定位系统两大类，其中单站定位系统

具有灵活性高、机动性强、系统简洁以及无需站间通信

和同步等优点，本文主要研究单站定位方法 .
单站定位系统常使用序列观测量进行定位，其中到

达频率（Frequency Of Arrival，FOA）是常用的定位观测

量，该观测量包含多普勒频移信息，可用于对窄带信号进

行高精度定位 . 近年来，国内外学者提出若干基于FOA
观测量的目标定位方法 . 文献［4，5］提出基于网格搜索

的FOA定位方法，该类方法需要复杂运算，其定位精度和

计算复杂度取决于搜索区间和步长 . 文献［6~8］提出基

于信号数据的FOA直接定位方法，该类方法从传感器接

收信号中直接获取目标位置坐标，需要多维迭代，易出现

局部收敛和发散等问题，并且计算复杂度较高 . 文献［9］
提出基于半正定松弛FOA定位方法，该类方法无需设置

初始值，可避免局部收敛和发散，但需要凸松弛处理，因

此其渐近统计最优性尚没有完备的理论做支撑，并且计

算复杂度较高 . 为了避免迭代，文献［10，11］提出基于加

权最小二乘估计的闭式定位方法，该类方法能获得目标

位置向量表达式，但是其联合了FOA和到达角度观测量，

因此观测站需要安装天线阵列 . 文献［12］提出一种加权

辅助变量定位方法，其是一种可以有效削减估计偏置的

FOA闭式定位方法，无需联合其他观测信息，但是该方法

是以牺牲FOA观测量为代价，因此其估计方差无法渐近

逼近克拉美罗界（Cramér-Rao Bound，CRB）.
上述定位方法均假设信号传播速度精确已知，但

在某些场景中（例如水下声源定位、地震波定位等），信

号传播速度可能无法精确获得，这将对定位方法产生

较大影响，此时应将信号传播速度看成未知参数 . 文献

［13］提出信号传播速度未知下基于到达时延观测量的

无线传感网节点定位方法 . 文献［14］提出信号传播速

度不等式约束下联合到达时延和到达角度观测量的无

线传感网节点定位方法 . 文献［15~17］提出信号传播

速度未知下基于到达时延差观测量的目标定位方法 .
事实上，信号传播速度除了决定信号传播距离外，还影

响多普勒频移，文献［18］提出信号传播速度未知下联

合到达时延差和到达频率差观测量的目标定位方法 .
上面提到的信号传播速度未知下的定位方法均可应用

于水下声源定位场景，并且都需要分布式传感器来实

现定位 . 文献［12，19］讨论了基于运动单传感器的水

下声源定位方法，文献［9］中的静止多站FOA定位方法

也可等价为基于运动单站的 FOA定位方法，然而文献

［9，12，19］中的方法都需要精确的信号传播速度，这

在水下声源定位场景中难以得到满足 .
基于研究现状，本文在信号传播速度未知下提出运动

单站FOA定位新方法 . 该方法包含两个阶段，能实现目标

位置向量和信号传播速度联合估计 . 本文还通过理论分析

证明新方法参数估计均方误差可以渐近逼近CRB.
2 定位观测模型

假设在 3维空间中有单个运动观测站利用 FOA观

测量对静止目标进行定位，该观测平台安装传感器，由

于传感器与目标间的相对运动会使得FOA观测量中包

含多普勒频移，利用此信息可以对目标进行定位 . 传感

器的运动轨迹由 M 个直线段构成，其在行驶第 m 条直

线航迹过程中利用 Nm 个短时隙测量 FOA，其中第 n 个

短时隙获得的FOA表达式为

fmn = f0

æ

è
ç
çç
ç1 +

ṡT
mn (u - smn )

c||u - smn||2

ö

ø
÷
÷÷
÷  1 £ n £Nm  1 £m £M （1）

式中 f0 表示信号发射频率；c 表示信号传播速度；u =
[x(u) y(u) z(u) ]T 表示目标位置向量；smn =[x(s)

mn y(s)
mn z (s)

mn ]T 和

ṡmn =[ẋ(s)
mn ẏ(s)

mn ż (s)
mn ]T 分别表示传感器在第 n个时隙的位置

向量和速度向量 .
这里给出两点假设：（1）本文的单站定位区域并不

宽广，可假定信号在不同时隙到达传感器的传播速度 c

保持不变，但需要将其看成是未知参数；（2）在每个短

时隙内，传感器测量FOA的时间足够短，使得传感器在

每个短时隙内的位置变化量可以忽略不计 .
实际中获得的 FOA观测量是含有误差的，其可以

表示为

f ̂mn = fmn + εmn  1 £ n £Nm  1 £m £M （2）
式中 εmn 表示 FOA观测误差 . 将式（2）合并成向量形式

可得

f̂ = f + ε = g(uc)+ ε （3）
式（3）中，

ì
í
î

ïï
ïï

f̂ =[ f̂ T
1 f̂ T

2  f̂ T
M ]T  ε =[εT

1 ε
T
2  εT

M ]T

f = g(uc)=[ f T
1 f T

2  f T
M ]T

（4）
其中，f̂m = [ f ̂m1 f ̂m2  f ̂mNm

]T ；fm = [ fm1 fm2  fmNm
]T；εm =

[εm1 εm2  εmNm
]T. 观测误差向量 ε服从均值为零、协方

差矩阵为Q = E[εεT ]的高斯分布 . 若令N =∑
m = 1

M

Nm，则观
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测向量 f̂的长度为N.
3 参数估计方差的克拉美罗界

在本文的定位问题中，未知参数包括向量u和标量

c，观测量为向量 f̂. 定义参数向量 θ =[uT c]T，此时可以

将对数似然函数表示为

ln(p( f̂|θ))=K -
1
2

( f̂ - g(uc))TQ-1 ( f̂ - g(uc)) （5）
式（5）中 K 表示与未知参数 θ无关的常数 . 由式（5）可

以得到关于参数向量θ的CRB表达式：

CRB(θ)=
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú(Ġ1 (uc))T

(Ġ2 (uc))T
Q-1 [Ġ1 (uc) Ġ2 (uc)]

ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷
-1

（6）

式（6）中 Ġ1 (uc)=
¶g(uc)

¶uT
和 Ġ2 (uc)=

¶g(uc)
¶c

.

4 两阶段定位新方法

4. 1 新方法的原理概述

文中的新方法包含两个阶段，每个阶段的基本原

理描述如下：

（1）阶段 1首先利用运动单站与目标间的几何关系

构建第 1组伪线性观测方程；然后利用该方程建立估计

准则，并基于此实现向量 u 和标量 c 的解耦合优化，其

中仅需对标量 c进行 1维参数迭代，而向量 u的解是以

闭式解形式给出；最后分析估计结果的统计特性 . 需要

指出的是，阶段 1中观测方程个数小于 FOA观测量个

数N，因此其无法获得渐近统计最优估计值 .
（2）阶段 2利用最初FOA观测模型构建第 2组伪线

性观测方程，并基于阶段 1得到的估计值及其统计特性

建立估计准则，进而获得参数向量 θ的闭式解，该估计

结果具有渐近统计最优性 .
基于上面的原理概述，图 1描述了新方法的总体技

术路线 .
4. 2 阶段1的计算原理与方法

4. 2. 1 伪线性观测方程

这里借助几何关系推导第 1组伪线性观测方程 .
如图 2所示，定义向量 u - smn 与速度向量 ṡmn 之间的夹

角为βmn，则有

cos(βmn )=
ṡT

mn (u - smn )

||u - smn||2||ṡmn||2

 1 £ n £Nm  1 £m £M （7）
结合式（1）和式（7）可得

βmn = arccos
æ

è

ç
çç
ç
ç
ç c

||ṡmn||2

æ

è
ç
çç
ç

fmn

f0

- 1
ö

ø
÷
÷÷
÷
ö

ø

÷
÷÷
÷
÷
÷ （8）

由式（8）可知，夹角 βmn 与 FOA真实值 fmn 以及信号

传播速度 c有关 .
在图 2中考虑由向量u、smn 以及 sm1 构成的三角形，

当n ³ 2时，利用三角形正弦定理可知
||u - smn||2

sin(βm1 )
=

||smn - sm1||2

sin(βmn - βm1 )
 1 £m £M 2 £ n £Nm （9）

结合式（7）和式（9）可得
sin(βmn - βm1 )ṡT

mnu

= ||smn - sm1||2||ṡmn||2 sin(βm1 )cos(βmn )

+sin(βmn - βm1 )ṡT
mn smn  1 £m £M 2 £ n £Nm （10）

将式（10）写成矩阵形式可得

A( fc)u = b( fc) （11）
式（11）中，

ì
í
î

ïï

ïï

A( fc)=[(A1 ( f1 c))T (A2 ( f2 c))T  (AM ( fM c))T ]T

b( fc)=[(b1 ( f1 c))T (b2 ( f2 c))T  (bM ( fM c))T ]T
（12）

其中，

Am ( fm c)=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú
sin(βm2 - βm1 )ṡT

m2

sin(βm3 - βm1 )ṡT
m3


sin(βmNm

- βm1 )ṡT
mNm

（13）

图1 新方法的总体技术路线图

β
mn

β
m1

s Nmm

sm1

smn

u

β
m1

-

-�E�$

β
mn

图2 定位几何关系示意图
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bm ( fm c)=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú
||sm2 - sm1||2||ṡm2||2 sin(βm1 )cos(βm2 )+ sin(βm2 - βm1 )ṡT

m2 sm2

||sm3 - sm1||2||ṡm3||2 sin(βm1 )cos(βm3 )+ sin(βm3 - βm1 )ṡT
m3 sm3


||smNm

- sm1||2||ṡmNm
||2 sin(βm1 )cos(βmNm

)+ sin(βmNm
- βm1 )ṡT

mNm
smNm

（14）

式（11）即为第 1组伪线性观测方程，其中 A( fc)表

示伪线性观测矩阵；b( fc)表示伪线性观测向量 .
由于式（10）仅在 n ³ 2 时成立，从而导致式（11）中

包含的方程个数仅为 N -M，小于 FOA观测量个数 N，

因此基于式（11）无法获得渐近统计最优的定位结果，

但是其作为新方法的中间步骤仍然不可或缺 .
4. 2. 2 估计准则及其求解算法

建立合理的估计准则需要分析伪线性观测方程中

的误差特性，为此定义如下伪线性观测误差向量

ξf = b( f̂c)-A( f̂c)u = Db - DAu （15）
式（15）中 Db = b( f̂c)- b( fc)；DA = A( f̂c)-A( fc). 利用

一阶误差分析方法可得

Db » Ḃ1 ( fc)( f̂ - f )= Ḃ1 ( fc)ε （16）
DAu »[Ȧ11 ( f1 uc) Ȧ12 ( f2 uc) Ȧ1M ( fM uc)]ε （17）

式（17）中

Ḃ1 ( fc)=
¶b( fc)

¶f T
（18）

Ȧ1m ( fm uc)=
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ¶A( fc)

¶fm1

u
¶A( fc)
¶fm2

u 
¶A( fc)
¶fmNm

u
ù

û

ú
úú
ú
ú
ú

（19）
将式（16）和式（17）代入式（15）中可知

ξf »C1 ( fuc)ε （20）
式（20）中，

C1 ( fuc)= Ḃ1 ( fc)

-[Ȧ11 ( f1 uc) Ȧ12 ( f2 uc) Ȧ1M ( fM uc)]

（21）
由式（20）可知，误差向量 ξf 渐近服从零均值的高

斯分布，并且其协方差矩阵为

Ω f = E[ξfξ
T
f ]=C1 ( fuc)Q(C1 ( fuc))T （22）

结合式（15）和式（22）可以建立如下加权最小二乘

估计准则：

min
uc

{Jf (uc)}= min
uc

{ ||Ω-1/2
f b( f̂c)-Ω-1/2

f A( f̂c)u||2
2 } （23）

为了减少参与迭代的变量维数，这里提出利用解

耦合优化的思想对式（23）进行求解 . 首先可以得到向

量u在阶段1的最优表达式：

ûf - opt (c)= ((A( f̂c))TΩ-1
f A( f̂c))-1 (A( f̂c))TΩ-1

f b( f̂c)

（24）
然后将式（24）代回式（23）中可以得到仅关于标量

c的优化问题

min
c

{J̄f (c)}

= min
c

{(Ω-1/2
f b( f̂c))TΠ^ [Ω-1/2

f A( f̂c)]Ω-1/2
f b( f̂c)} （25）

式（25）中，Π^ [×]表示矩阵列补空间上的正交投影函数 .
式（25）是一维优化问题，可以通过 Newton-Raphson迭
代法进行求解，相应的迭代公式为

ĉ(k + 1)
f = ĉ(k)

f - μk
Ñc J̄f (ĉ(k)

f )

Ñ2
cc J̄f (ĉ(k)

f )
 0 < μ < 1 （26）

式（26）中，

Ñc J̄f (ĉ(k)
f )=

|

|

|
||
|
|
|¶J̄f (c)

¶c
c = ĉ(k)

f

，Ñ2
cc J̄f (ĉ(k)

f )=
|

|

|
||
|
|
|¶2 J̄f (c)

¶c2

c = ĉ(k)
f

式（26）的收敛值 ĉf = lim
k®+¥

ĉ(k)
f 即为标量 c在阶段 1中

的估计结果，将其代入式（24）中即可得到向量u在阶段

1中的估计结果：

ûf = ((A( f̂ĉf ))TΩ-1
f A( f̂ĉf ))-1 (A( f̂ĉf ))TΩ-1

f b( f̂ĉf ) （27）
由式（22）可知，加权矩阵Ω-1

f 与目标位置向量u和信

号传播速度 c有关，因此严格来说，式（23）中的目标函数

Jf (uc)并不是关于向量u的二次函数 . 庆幸的是，该问题

并不难以解决，可以首先将Ω-1
f 设为单位矩阵，并分别利

用式（26）和式（27）获得向量u和标量c的近似估计值（分

别记为 ûf0和 ĉf0），然后将 ûf0和 ĉf0以及观测向量 f̂代入式

（22）中获得加权矩阵Ω-1
f 的近似估计值（记为 Ω̂-1

f ），最后

将加权矩阵 Ω̂-1
f 代入式（26）和式（27）中求解参数 . 容易

验证 Ω̂-1
f 是Ω-1

f 的一致估计值，理论分析表明［20］，在一阶

误差分析理论框架下，加权矩阵Ω-1
f 的一致估计值 Ω̂-1

f 中

的扰动误差并不会实质影响估计值 ûf和 ĉf的统计性能 .
4. 2. 3 理论性能分析

下面推导阶段 1中的估计值的统计特性，具体结论

可见如下两个定理 .
定理 1 向量 é

ë
êêêê ù

û
úúúú

ûf

ĉf

是关于参数向量 θ = é
ë
êêêê ù

û
úúúúu

c
的渐近

统计无偏估计值，并且其均方误差矩阵为

MSE
æ

è
çççç

ö

ø
÷÷÷÷

é
ë
êêêê ù

û
úúúú

ûf

ĉf

=
æ

è
ç
çç
ç

ö

ø
÷
÷÷
÷

é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú(A( fc))T

-(C2 ( fuc))T Ω-1
f [A( fc) -C2 ( fuc)]

-1

（28）
式（28）中，

C2 ( fuc)= Ḃ2 ( fc)- Ȧ2 ( fc)u （29）
其中，Ḃ2 ( fc)=

¶b( fc)
¶c

和 Ȧ2 ( fc)=
¶A( fc)
¶c

.
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证明 向量 é
ë
êêêê ù

û
úúúú

ûf

ĉf

是如下优化问题的最优解：

é
ë
êêêê ù

û
úúúú

ûf

ĉf

= arg min
uc

{Ĵf (uc)}

= arg min
uc

{(b( f̂c)-A( f̂c)u)T Ω̂-1
f (b( f̂c)-A( f̂c)u)}

（30）
若将向量 é

ë
êêêê ù

û
úúúú

ûf

ĉf

中的估计误差记为 é
ë
êêêê ù

û
úúúúDuf

Dcf

= é
ë
êêêê ù

û
úúúú

ûf - u

ĉf - c
，

则利用文献［20］中的分析结论可得

é
ë
êêêê ù

û
úúúúDuf

Dcf

»- ( lim
ε®ON ´ 1

Ñ2
θθ Ĵf (uc)) -1( lim

ε®ON ´ 1

Ñ2
θε Ĵf (uc)) ε（31）

式（31）中，

lim
ε®ON ´ 1

Ñ2
θθ Ĵf (uc)

= 2
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú(A( fc))T

-(C2 ( fuc))T Ω-1
f [A( fc) -C2 ( fuc)] （32）

lim
ε®ON ´ 1

Ñ2
θε Ĵf (uc)= 2

é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú-(A( fc))T

(C2 ( fuc))T Ω-1
f C1 ( fuc) （33）

结合式（31）~式（33）可知，误差向量 é
ë
êêêê ù

û
úúúúDuf

Dcf

渐近服

从零均值的高斯分布，因此向量 é
ë
êêêê ù

û
úúúú

ûf

ĉf

是渐近统计无偏估

计值，并且其均方误差矩阵为

MSE
æ

è
çççç

ö

ø
÷÷÷÷

é
ë
êêêê ù

û
úúúú

ûf

ĉf

=
æ

è
ç
çç
ç

ö

ø
÷
÷÷
÷

é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú(A( fc))T

-(C2 ( fuc))T Ω-1
f [A( fc) -C2 ( fuc)]

-1

（34）
证毕 .
定理 2 向量 é

ë
êêêê ù

û
úúúú

ûf

ĉf

并不是参数向量 θ = é
ë
êêêê ù

û
úúúúu

c
的渐近

统计最优估计值，即有MSE
æ

è
çççç
é
ë
êêêê ù

û
úúúú

ûf

ĉf

ö

ø
÷÷÷÷ ³CRB(θ).

证明 将式（22）代入式（28）中可得

MSE
æ

è
çççç

ö

ø
÷÷÷÷

é
ë
êêêê ù

û
úúúú

ûf

ĉf

= (éëêêêê ù

û
ú
úú
ú(A( fc))T

-(C2 ( fuc))T (C1 ( fuc)Q(C1 ( fuc))T )-1

)´[A( fc) -C2 ( fuc)]

-1

（35）
另一方面，将定义式 f = g(uc)代入式（11）中可知

A(g(uc)c)u = b(g(uc)c) （36）
将式（36）两边分别对u和 c求导可得

A( fc)=C1 ( fuc)Ġ1 (uc) （37）
C2 ( fuc)= -C1 ( fuc)Ġ2 (uc) （38）

将式（37）和式（38）代入式（35）中可知

MSE
æ

è
çççç
é
ë
êêêê ù

û
úúúú

ûf

ĉf

ö

ø
÷÷÷÷

=( éëêêêê ù

û

ú
úú
ú(Ġ1 (uc))T

(Ġ2 (uc))T
(C1 ( fuc))T (C1 ( fuc)Q(C1 ( fuc))T )-1

)´C1 ( fuc)[Ġ1 (uc) Ġ2 (uc)]

-1

（39）
结合式（6）、式（39）以及矩阵不等式A-1³B(BT AB)-1 BT

（其中A为任意正定矩阵；B为任意列满秩矩阵）可得

æ

è
ç
çç
ç MSE

æ

è
çççç
é
ë
êêêê ù

û
úúúú

ûf

ĉf

ö

ø
÷÷÷÷
ö

ø
÷
÷÷
÷
-1

£
é

ë

ê
êê
ê ù

û

ú
úú
ú(Ġ1 (uc))T

(Ġ2 (uc))T
Q-1 [Ġ1 (uc) Ġ2 (uc)]= (CRB(θ))-1

ÞMSE
æ

è
çççç
é
ë
êêêê ù

û
úúúú

ûf

ĉf

ö

ø
÷÷÷÷ ³CRB(θ)

（40）

证毕 .
定理 2表明，观测方程个数的降低使得阶段 1的估

计值不具备渐近统计最优性，因此下面还需要利用阶

段 2对此估计值进行优化更新，旨在获得具有渐近统计

最优性的估计结果 .
4. 3 阶段2的计算原理与方法

4. 3. 1 伪线性观测方程

若要获得渐近统计最优的定位精度，就不能减少

观测方程个数，为此需要回到最初FOA观测模型式（1）
中，并将其进一步转化成如下形式：

ṡT
mnu + c(1 - fmn /f0 )||u - smn||2

= ṡT
mn smn  1 £ n £Nm  1 £m £M

（41）
将式（41）写成矩阵形式可得

H ( fu) é
ë
êêêê ù

û
úúúúu

c
=H ( fu)θ =w （42）

式（42）中，

ì
í
î

ïï
ïï

w =[w T
1 w T

2  w T
M ]T

H ( fu)=[(H1 ( f1 u))T (H2 ( f2 u))T  (HM ( fM u))T ]T

（43）
其中，

ì

í

î

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

Hm ( fm u)=

é

ë

ê

ê

ê

ê
êêê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú

ú
úúú
ú

ú

ú
ṡT

m1 (1 - fm1 /f0 )||u - sm1||2

ṡT
m2 (1 - fm2 /f0 )||u - sm2||2

 
ṡT

mNm
(1 - fmNm

/f0 )||u - smNm
||2

wm =

é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê ù

û

ú

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú

úṡT
m1 sm1

ṡT
m2 sm2


ṡT

mNm
smNm

 1 £m £M

（44）
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式（42）即 为 第 2 组 伪 线 性 观 测 方 程 ，其 中

H ( fu) 表示伪线性观测矩阵；w 表示伪线性观测

向量 .
式（42）与式（11）的根本区别在于，式（42）中的方

程个数等于 FOA观测量个数 N，没有信息损失 . 事实

上，在本文的新方法中，式（11）与式（42）都不可或缺 .
式（11）的意义为，提供渐近统计无偏估计值及其统计

特性，正是基于此信息，才可以将式（42）中的观测矩阵

H ( fu)看成已知量，进而在阶段 2中得到参数向量 θ的

闭式解；式（42）的意义为，提高阶段 1的估计精度，并获

得渐近统计最优估计值 .
4. 3. 2 估计准则及其最优闭式解

首先定义如下伪线性观测误差向量：

ξ t =w -H ( f̂ûf )θ = -DHθ （45）
式（45）中DH=H ( f̂ûf )-H ( fu). 利用一阶误差分析可得

DHθ »[Ḣ11 ( f1 uc) Ḣ12 ( f2 uc) Ḣ1M ( fM uc)]ε

+[Ḣ21 ( fuc) Ḣ22 ( fuc) Ḣ23 ( fuc)]Duf

（46）
式（46）中，

Ḣ1m ( fm uc)

=
é

ë

ê
êê
ê
ê
ê ù

û

ú
úú
ú
ú
ú¶H ( fu)

¶fm1

θ
¶H ( fu)
¶fm2

θ 
¶H ( fu)
¶fmNm

θ

（47）
Ḣ2j ( fuc)=

¶H ( fu)
¶ < u > j

θ （48）
将式（31）和式（46）代入式（45）中可知

ξ t » R( fuc)ε （49）
式（49）中，

R( fuc)=[Ḣ21 ( fuc) Ḣ22 ( fuc) Ḣ23 ( fuc) ON ´ 1 ]

´ ( lim
ε®ON ´ 1

Ñ2
θθ Ĵf (uc)) -1( lim

ε®ON ´ 1

Ñ2
θε Ĵf (uc))

-[Ḣ11 ( f1 uc) Ḣ12 ( f2 uc) Ḣ1M ( fM uc)]

（50）
由式（49）可知，误差向量 ξ t 渐近服从零均值的高

斯分布，并且其协方差矩阵为

Ω t = E[ξ tξ
T
t ]=R( fuc)Q(R( fuc))T （51）

结合式（45）和式（51）可以建立如下加权最小二乘

估计准则：
min

θ
{J t (θ)}

= min
θ

{(w -H ( f̂ûf )θ)TΩ-1
t (w -H ( f̂ûf )θ)} （52）

式（52）的最优闭式解为

θ̂ t =
é
ë
êêêê ù

û
úúúú

û t

ĉ t

= ((H ( f̂ûf ))TΩ-1
t H ( f̂ûf ))-1 (H ( f̂ûf ))TΩ-1

t w

（53）
由式（51）可知，加权矩阵Ω-1

t 与目标位置向量 u和

信号传播速度 c有关，因此严格来说，式（52）中的目标

函数 J t (θ)并不是关于向量θ的二次函数 . 庆幸的是，该

问题并不难以解决，可以将阶段 1中的估计值 ûf和 ĉf以

及观测向量 f̂代入式（51）中获得加权矩阵Ω-1
t 的近似估

计值（记为 Ω̂-1
t ），然后将加权矩阵 Ω̂-1

t 代入式（53）中求

解参数 . 容易验证 Ω̂-1
t 是Ω-1

t 的一致估计值，理论分析

表明［20］，在一阶误差分析理论框架下，加权矩阵Ω-1
t 的

一致估计值 Ω̂-1
t 中的扰动误差并不会实质影响估计值

û t和 ĉ t的统计性能 .
5 定位新方法的理论性能分析

本节将推导估计值 θ̂ t 的统计特性，具体结论可见

如下两个定理 .
定理3 向量 θ̂ t是关于参数向量θ的渐近统计无偏

估计值，并且其均方误差矩阵为

MSE(θ̂ t )= ((H ( fu))TΩ-1
t H ( fu))-1 （54）

证明 将向量 θ̂ t中的估计误差记为Dθ t = θ̂ t - θ. 基

于式（53）可知

(H ( f̂ûf ))T Ω̂-1
t H ( f̂ûf )(θ + Dθ t )= (H ( f̂ûf ))T Ω̂-1

t w

（55）
在一阶误差分析框架下，由式（55）可以进一步

推得

Dθ t » ((H ( fu))TΩ-1
t H ( fu))-1 (H ( fu))TΩ-1

t ξ t （56）
式中DΞ t = Ω̂

-1
t -Ω-1

t 表示矩阵 Ω̂-1
t 中的扰动误差 . 由式

（56）可知，误差向量 Dθ t 渐近服从零均值的高斯分布，

因此向量 θ̂ t 是渐近统计无偏估计值，并且其均方误差

矩阵为

MSE(θ̂ t )= ((H ( fu))TΩ-1
t H ( fu))-1 （57）

证毕 .
定理4 向量 θ̂ t是关于参数向量θ的渐近统计最优

估计值，即有MSE(θ̂ t )=CRB(θ).
证明 将式（51）代入式（54）中可得

MSE(θ̂ t )

= ((H ( fu))T (R( fuc))-TQ-1 (R( fuc))-1 H ( fu))-1

（58）
对比式（6）和式（58）可知，下面仅需要证明等式：

R( fuc)[Ġ1 (uc) Ġ2 (uc)]=H ( fu) （59）
首先结合式（32）、式（33）以及式（50）可得
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R( fuc)[Ġ1 (uc) Ġ2 (uc)]

= -[Ḣ11 ( f1 uc) Ḣ12 ( f2 uc) Ḣ1M ( fM uc)][Ġ1 (uc) Ġ2 (uc)]

-[Ḣ21 ( fuc) Ḣ22 ( fuc) Ḣ23 ( fuc) ON ´ 1 ]
æ

è
ç
çç
ç

ö

ø
÷
÷÷
÷

é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú(A( fc))T

-(C2 ( fuc))T Ω-1
f [A( fc) -C2 ( fuc)]

-1

´
é

ë
ê
êê
ê ù

û
ú
úú
ú(A( fc))T

-(C2 ( fuc))T Ω-1
f [C1 ( fuc)Ġ1 (uc) C1 ( fuc)Ġ2 (uc)] （60）

将式（37）和式（38）代入式（60）中可知

R( fuc)[Ġ1 (uc) Ġ2 (uc)]

= -[Ḣ21 ( fuc) Ḣ22 ( fuc) Ḣ23 ( fuc) ON ´ 1 ]

-[Ḣ11 ( f1 uc) Ḣ12 ( f2 uc) Ḣ1M ( fM uc)][Ġ1 (uc) Ġ2 (uc)]

（61）
另一方面，将定义式 f = g(uc)代入式（42）中可得

H (g(uc)u) é
ë
êêêê ù

û
úúúúu

c
=H (g(uc)u)θ =w （62）

将式（62）两边分别对u和 c求导可知

H ( fu) é
ë
êêêê ù

û
úúúúI3

O1 ´ 3

= -[Ḣ11 ( f1 uc) Ḣ12 ( f2 uc) Ḣ1M ( fM uc)]Ġ1 (uc)

-[Ḣ21 ( fuc) Ḣ22 ( fuc) Ḣ23 ( fuc)] （63）
H ( fu) é

ë
êêêê ù

û
úúúúO3´1

1

= -[Ḣ11 ( f1 uc)Ḣ12 ( f2 uc)Ḣ1M ( fM uc)]Ġ2 (uc) （64）

将式（63）和式（64）合并可得

H ( fu)= -[Ḣ21 ( fuc) Ḣ22 ( fuc) Ḣ23 ( fuc) ON ´ 1 ]

-[Ḣ11 ( f1 uc) Ḣ12 ( f2 uc) Ḣ1M ( fM uc)][Ġ1 (uc) Ġ2 (uc)]

（65）
结合式（61）和式（65）可知式（59）成立 .
证毕 .

6 仿真实验与结果分析

基础实验场景如下：假设水下目标位置向量为

u = [-200 200 300]T m，水下目标信号发射频率为 f0 =
25 kHz，现利用单观测平台对其进行定位，该平台在

水下行驶 4条直线航迹，每条航迹利用 6个短时隙获

得 FOA观测量，短时隙位置坐标见表 1和表 2，该平

台行驶每条直线航迹时的速度见表 3. FOA观测误差

服从均值为零、方差为 σ 2
f 的高斯分布，其中 σf 表示标

准差 .

6. 1 验证新方法的渐近统计最优性

首先设信号传播速度为 c = 1500 m/s，改变目标位

置 ，在 [−250 m −150 m]´[150 m 250 m]´[250 m 350 m]

区间内服从均匀分布 . 图 3给出新方法的定位均方根

误差及其 CRB随着 FOA观测误差标准差 σf 的变化箱

线图 .

表1 第1条和第2条航迹中的12个短时隙位置坐标

第1条航迹

短时隙序号n

x轴坐标/m
y轴坐标/m
z轴坐标/m

1

0
0
0

2

60
80
30

3

120
160
60

4

180
240
90

5

240
320
120

6

300
400
150

第2条航迹

短时隙序号n

x轴坐标/m
y轴坐标/m
z轴坐标/m

1

350
470
170

2

300
540
210

3

250
610
250

4

200
680
290

5

150
750
330

6

100
820
370

表2 第3条和第4条航迹中的12个短时隙位置坐标

第3条航迹

短时隙序号n

x轴坐标/m
y轴坐标/m
z轴坐标/m

1

60
880
400

2

20
940
350

3

−20
1000
300

4

−60
1060
250

5

−100
1120
200

6

−140
1180
150

第4条航迹

短时隙序号n

x轴坐标/m
y轴坐标/m
z轴坐标/m

1

−160
1250
110

2

−180
1170
100

3

−200
1090
90

4

−220
1010
80

5

−240
930
70

6

−260
850
60

表3 每条航迹的速度

航迹序号m

x轴速度/（m/s）
y轴速度/（m/s）
z轴速度/（m/s）

1
6
8
3

2
−5
7
4

3
−4
6
−5

4
−2
−8
−1
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然后假设目标位置向量为 u =[-200 200 300]T m，
改变信号传播速度，并参照文献［13~18］中的参数设

置，令其在 [1400 1600] m/s区间内服从均匀分布 . 图 4
给出新方法的定位均方根误差及其CRB随着FOA观测

误差标准差 σf的变化箱线图 .

从图 3和图 4中可以看出：（1）新方法的定位均方

根误差能够渐近逼近 CRB，从而验证了新方法的渐近

统计最优性；（2）新方法的渐近统计最优性对于目标位

置坐标和信号传播速度具有一定泛化性 .
6. 2 与已有定位方法进行比较

这里比较的方法包括泰勒级数迭代定位方法

（涉及迭代初始值无误差和迭代初始值有随机误差

两种情形）和文献［9，12］中的定位方法 . 需要指出

的是，文献［9，12］中的定位方法假设信号传播速度

精确已知，因此需要设定信号传播速度，这里取典型

值 c = 1500 m/s. 此外，新方法与泰勒级数迭代定位

方法均能对目标位置向量和信号传播速度进行联合

估计，因此无需对这两种方法预先设定信号传播速

度的数值 .
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图3 新方法的定位均方根误差及其CRB随着FOA观测误差标准差σf的变化箱线图（目标位置坐标服从均匀分布）
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(a) 新方法的定位均方根误差

0

1

2

3

4

5

6

7

8

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
σ f /Hz���
�������

�
�
"
+
�
�
�
�
�
A
�

/m

(b) CRB

图4 新方法的定位均方根误差及其CRB随着FOA观测误差标准差σf的变化箱线图（信号传播速度服从均匀分布）

1188



第 5 期 王 鼎:信号传播速度未知下基于运动单站到达频率的定位新方法

首先假设信号传播速度为 c = 1470 m/s. 图 5给出

了目标定位和信号传播速度估计均方根误差随着

FOA观测误差标准差 σf 的变化曲线 .

然后假设FOA观测误差标准差为 σf = 1 Hz. 图 6给
出了目标定位和信号传播速度估计均方根误差随着信

号传播速度 c的变化曲线 .
从图 5和图 6中可以看出：（1）新提出的定位方法

的性能可以渐近逼近 CRB；（2）对于文献［9，12］中的

定位方法，当信号传播速度的真实值偏离预先设定的

典型值 c = 1500 m/s时，两种方法的定位性能都会显著

下降，并且速度偏差值越大，定位误差越大（见图 6），

当信号传播速度的真实值等于预先给定的典型值 c =

1500 m/s时，文献［9］中的定位方法的性能接近 CRB，
但文献［12］中的定位方法始终无法逼近 CRB，这是因

为后者虽然能够获得目标位置向量的闭式解，但是以

牺牲 FOA观测量为代价，因此其并不具有渐近统计最

优性，这与文献［12］中的结论一致；（3）当泰勒级数迭

代定位方法的初始值存在随机误差时，其产生“门限

效应”的误差阈值明显低于新提出的定位方法，这是

因为泰勒级数迭代定位方法是针对最初 FOA观测方

程进行迭代的，其中没有推导伪线性观测方程，因而
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(b) 信号传播速度估计均方根误差曲线

图5 目标定位和信号传播速度估计均方根误差随着FOA观测误差标准差σf的变化曲线
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(a) 目标定位均方根误差曲线 (b) 信号传播速度估计均方根误差曲线

图6 目标定位和信号传播速度估计均方根误差随着信号传播速度 c的变化曲线
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难以获得合理的初始值，初始值中的随机误差很可能

导致迭代发散，此时经有限次统计得到的定位均方根

误差会出现“陡增”现象（即门限效应）；（4）当泰勒级

数迭代定位方法取真实值作为迭代初始值时，其估计

精度与新方法接近，但将真实值作为迭代初始值在实

际应用中难以实现 .
7 结论

本文在信号传播速度未知下提出基于运动单站

FOA观测量的目标定位新方法 . 该方法共包含两个

计算阶段，其中的迭代过程仅涉及一维参数优化，无

需设置目标位置向量初始值，并能实现目标位置向

量和信号传播速度联合估计 . 此外，文中通过理论性

能分析证明新方法的参数估计精度可以渐近逼近

CRB. 仿真实验结果表明，新方法具有渐近统计最优

性，其性能优于文献［9，12］中的定位方法，并且与迭

代初始值取真实值的泰勒级数迭代定位方法相近，

但新方法仅需对信号传播速度进行迭代，其计算复

杂度更低 .
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